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We compute the generalized Hausdorff measure of sets of real numbers close to
inﬁnitely many algebraic numbers of ﬁxed degree. Thus, we provide an extension to
results of Jarn!ık and of Baker and Schmidt. # 2002 Elsevier Science (USA)1. INTRODUCTION
Un re´sultat classique de Dirichlet afﬁrme que pour tout re´el irrationnel x il
existe une inﬁnite´ de rationnels p=q ve´riﬁant jx p=qjo1=q2: De nombreux
auteurs ont rafﬁne´ ce the´ore`me dans diffe´rentes directions, en remplac¸ant
notamment la fonction q/1=q2 par d’autres fonctions de´croissant plus
lentement. Ainsi, Khintchine a obtenu l’e´nonce´ me´trique suivant (voir par
exemple [5, p. 4], ou bien le Chap. 7 de l’ouvrage de Cassels [7]).
TheŁ oreØ me A. Soit C : N! Rþ une fonction de´croissante. Alors
l’ensemble
KðCÞ :¼ x 2 R : x p
q

oCðqÞq pour une infinite´ de rationnels pq
 
est de mesure de Lebesgue nulle si la se´rie
P1
q¼1 CðqÞ converge et de mesure
totale sinon.
En particulier, pour l > 1; l’ensemble Kðq/qlÞ est de mesure nulle.
Inde´pendamment, Jarn!ık [16] et Besicovitch [6] ont calcule´ sa dimension de
Hausdorff.174
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APPROXIMATION PAR DES NOMBRES ALGE´BRIQUES 175TheŁ oreØ me B. Soit l > 1: La dimension de Hausdorff de l’ensemble
Kðq/qlÞ est e´gale a` 2=ð1þ lÞ:
Le re´sultat de Jarn!ık est plus complet car il s’applique a` une large classe de
fonctions C incluant les fonctions puissance et prend en conside´ration la
mesure de Hausdorff ge´ne´ralise´e (voir la partie 3 pour les de´ﬁnitions de
mesure et dimension de Hausdorff).
Une autre ge´ne´ralisation possible du the´ore`me de Dirichlet consiste a`
e´tudier l’approximation des re´els non plus par des rationnels, mais par des
nombres alge´briques de degre´ borne´. Dans toute la suite, nous notons HðaÞ
la hauteur na.ıve du nombre alge´brique a; c’est-a`-dire le maximum des
valeurs absolues des coefﬁcients de son polynoˆme minimal sur Z:
En particulier, si le rationnel p=q est sous forme irre´ductible, on a
Hðp=qÞ ¼ maxfjpj; jqjg:
Notation. Soit n51 un entier. On de´signe par An (resp. *An) l’ensemble
des nombres re´els alge´briques de degre´ e´gal a` n (resp. de degre´ au plus
e´gal a` n).
Il de´coule d’un re´sultat de Sprindzˇuk [18], conﬁrmant une conjecture de
Mahler, que, pour tout e > 0 et pour presque tout re´el x; il n’existe qu’un
nombre ﬁni de nombres alge´briques a 2 *An ve´riﬁant
jx aj4HðaÞn1e:
En particulier, pour l > 1; les ensembles
fx 2 R : jx aj4HðaÞðnþ1Þl pour une infinite´ de a 2 Ang
sont de mesure de Lebesgue nulle. Baker et Schmidt [2] sont parvenus a`
calculer leur dimension de Hausdorff.
TheŁ oreØ me C. Soit l > 1: La dimension de Hausdorff de l’ensemble
fx 2 R : jx aj4HðaÞðnþ1Þl pour une infinite´ de a 2 *Ang
vaut exactement 1=l:
Nous pouvons entre autres en de´duire qu’il existe des re´els x approchables
par des e´le´ments de *An a` l’ordre ðn þ 1Þl et pas au-dela`. Le re´sultat de
Sprindzˇuk a e´te´ ame´liore´ par Baker [1], puis par Bernik [4]. Tout re´cemment,
Beresnevich [3] a prouve´ la ge´ne´ralisation suivante du The´ore`me A.
YANN BUGEAUD176TheŁ oreØ me D. Soient n51 et C : N! Rþ une fonction de´croissante.
Alors l’ensemble
KnðCÞ :¼ fx 2 R : jx ajoCðHðaÞÞ pour une infinite´ de a 2 Ang
est de mesure de Lebesgue nulle si la se´rie
P1
x¼1 x
nCðxÞ converge et de mesure
totale sinon.
Il est alors naturel de tenter d’estimer la mesure de Hausdorff deKnðCÞ:
Cela est connu pour n ¼ 1: il s’agit du cas s ¼ 1 du re´sultat ge´ne´ral de Jarn!ık
[16, Satz 4] sur l’approximation diophantienne simultane´e (voir The´ore`me F
ci-apre`s).
TheŁ oreØ me E. Soit C une fonction positive, de´croissante et de limite nulle
a` l’infini. Soit f : Rþ ! Rþ une fonction croissante telle que f ð0Þ ¼ 0
et limx!0 f ðxÞ=x ¼ þ1: Supposons que la se´rie
Pþ1
x¼1 xCðxÞ converge et
que les fonctions x/x2f ð2CðxÞÞ et x/x2CðxÞ sont de´croissantes. Alors
Hf ðK1ðCÞÞ ¼ þ1 si la se´rie
Xþ1
x¼1
xf ð2CðxÞÞ
diverge, et Hf ðK1ðCÞÞ ¼ 0 dans le cas contraire.
L’objectif principal du pre´sent travail est la ge´ne´ralisation du The´ore`me E
aux ensemblesKnðCÞ avec n52: Il s’agit de notre The´ore`me 1, duquel nous
de´duisons plusieurs e´nonce´s, e´galement pre´sente´s dans la partie 2. Les
de´ﬁnitions de mesure et dimension de Hausdorff, ainsi que certaines de leurs
proprie´te´s, font l’objet de la partie 3, tandis que la partie 4 est consacre´e a` la
notion de syste`me re´gulier, introduite par Baker et Schmidt [2]. Les
de´monstrations de nos re´sultats ﬁgurent dans les parties 5 et 6, la partie 5
e´tant exclusivement consacre´e a` la preuve du The´ore`me 1.
Notation. Pour tout re´el x; on de´signe par jxj sa valeur absolue, par ½x
sa partie entie`re et par dxe le plus petit entier qui lui est strictement
supe´rieur. Si J est un sous-intervalle borne´ de R; on note jJj sa longueur.
2. E´NONCE´ DES RE´SULTATS
Notre re´sultat principal est une extension des The´ore`mes C et E, qui
comple`te le The´ore`me D.
APPROXIMATION PAR DES NOMBRES ALGE´BRIQUES 177TheŁ oreØ me 1. Soit n52 un entier. Soit f : Rþ ! Rþ une fonction
croissante, nulle a` l’origine telle que x/f ðxÞ=x de´cro#ıt au voisinage de 0 et
que limx!0 f ðxÞ=x ¼ þ1: Soit C : Rþ ! Rþ une fonction de´croissante, telle
que la se´rie
P1
x¼1 x
nCðxÞ converge et que la fonction x/xnf ð2CðxÞÞ soit
de´croissante. Supposons ve´rifie´e la condition technique suivante:
Pour tout re´el a > 0; lim inf
x!1
f ðCðaxÞÞ
f ðCðxÞÞ > 0 ð1Þ
et notons
KnðCÞ :¼ fx 2 R : jx ajoCðHðaÞÞ pour une infinite´ de a 2 Ang:
Alors la mesure de Lebesgue de KnðCÞ est nulle. En outre, Hf ðKnðCÞÞ ¼
þ1 si la se´rie
Xþ1
x¼1
xnf ðCðxÞÞ
diverge, tandis que Hf ðKnðCÞÞ ¼ 0 dans le cas contraire.
Le The´ore`me 1 est a` rapprocher du Satz 4 de Jarn!ık [16], reproduit ci-
dessous avec des notations diffe´rentes.
TheŁ oreØ me F. Soit n51 un entier. Soit C une fonction positive,
de´croissante et de limite nulle a` l’infini. Soit f : Rþ ! Rþ une fonction
croissante telle que f ð0Þ ¼ 0 et limx!0 f ðxÞ=xn ¼ þ1: Supposons que la
se´rie
Pþ1
x¼1 x
nCnðxÞ converge et que les fonctions x/xnþ1f ð2CðxÞÞ et x/
xnþ1CðxÞ sont de´croissantes. On a alors Hf ðWnðCÞÞ ¼ þ1 si la se´rie
Xþ1
x¼1
xnf ð2CðxÞÞ
diverge, tandis que Hf ðWnðCÞÞ ¼ 0 dans le cas contraire.
Ici Hf de´signe la f -mesure de Hausdorff d’un sous-ensemble de Rn: De
meˆme que dans le The´ore`me 1, la valeur deHf de´pend du comportement de
la se´rie de terme ge´ne´ral xnf ðCðxÞÞ: On constate ainsi une nouvelle fois un
paralle`le entre l’approximation rationnelle simultane´e et l’approximation
par des nombres alge´briques de degre´ borne´.
Le The´ore`me 1 appelle plusieurs autres commentaires.
Comparaison avec les re´sultats ante´rieurs. L’assertion sur la mesure de
Lebesgue deKnðCÞ est la conclusion du The´ore`me D. Le The´ore`me 1 donne
des informations me´triques pre´cises sur la structure de cet ensemble, qui
YANN BUGEAUD178comple`tent celles du The´ore`me C de Baker et Schmidt. En particulier, le
The´ore`me 1 ne se de´duit pas du Lemma 1 de [2] combine´ au re´sultat de
Beresnevich cite´ dans la partie 4 (The´ore`me G). Pour le voir, choisissons par
exemple n ¼ 2 et la fonction C de´ﬁnie pour x > 1 par CðxÞ ¼ x3jlog xj2:
Soient e un re´el et fe la fonction de´ﬁnie pour x > 0 par x/xjlog xj1þe:
Le The´ore`me 1 afﬁrme que HfeðKnðCÞÞ ¼ þ1 si e est positif ou nul
et HfeðKnðCÞÞ ¼ 0 sinon. Il est assez facile de voir qu’en appliquant le
Lemma 1 de [2] avec un syste`me re´gulier donne´ par le The´ore`me G ci-apre`s,
on obtient simplement que HfeðKnðCÞÞ ¼ þ1 si e est supe´rieur a` 1. La
de´monstration du The´ore`me 1 requiert donc des ide´es nouvelles.
Valeur de la mesure a` l’exposant critique. Le The´ore`me 1 afﬁrme que la f -
mesure d’un ensemble KnðCÞ est soit nulle, soit inﬁnie. Ainsi, un tel
ensemble n’est pas un s-ensemble (la de´ﬁnition est rappele´e dans la partie 3).
Dans le cas particulier ou` C est une fonction puissance, ce re´sultat est duˆ a`
Dodson [11].
La condition technique (1). Elle s’ave`re tre`s peu restrictive. Elle n’appara#ıt
pas dans le travail de Jarn!ık [16] ni dans [8], puisque nous controˆlons la
re´partition des nombres rationnels de meˆme de´nominateur. Cependant,
nous n’avons pas de re´sultat aussi pre´cis lorsque l’on conside`re la re´partition
des nombres alge´briques de meˆme hauteur: le The´ore`me G ci-apre`s, qui est a`
la base de notre travail, autorise la hauteur a` varier le´ge`rement. Si ce
the´ore`me reste vrai avec la constante c1ðnÞ e´gale a` 1, alors la conclusion du
The´ore`me 1 est vraie meˆme si la condition (1) n’est pas ve´riﬁe´e.
Contraintes simultane´es. Un examen attentif de la de´monstration du
The´ore`me 1 montre que, sous certaines conditions, on peut calculer la
dimension de Hausdorff ge´ne´ralise´e d’ensembles de re´els bien approchables
par des nombres alge´briques de diffe´rents degre´s. Par exemple, soient n51 et
k51 des entiers, et notons E l’ensemble des re´els x pour lesquels les
ine´galite´s
jx ajoHðaÞnj1ðlog HðaÞÞ2
sont, pour chaque 04j4k; ve´riﬁe´es par une inﬁnite´ de nombres alge´briques
a de degre´ n þ j: Si fe est la fonction x/xjlog xj1þe; on montre que
HfeðEÞ ¼ þ1 si e50 etHfeðEÞ ¼ 0 sinon. Pour le voir, l’ide´e consiste, lors
de la construction de l’ensemble de Cantor explique´e dans la partie 5, a`
utiliser alternativement les syste`mes re´guliers de nombres alge´briques de
degre´ n þ j; avec 04j4k: Cependant, contrairement a` la me´thode de Baker
et Schmidt [2], la noˆtre ne nous autorise pas a` imposer un nombre inﬁni de
telles contraintes: ceci est duˆ a` la de´pendance en le degre´ n dans le The´ore`me
G ci-apre`s. Il semblerait que la notion d’ensemble intersectif, introduite par
Falconer (voir [13, 14, Chap. 8]), permette toutefois de re´soudre ce
proble`me. Nous e´tudierons cette me´thode dans un travail ulte´rieur.
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essentiellement sur le fait que les nombres alge´briques de degre´ ﬁxe´ forment
un syste`me re´gulier. Beresnevich et Kovalevskaya m’ont annonce´ avoir
prouve´ un tel re´sultat dans le cadre p-adique. Il devrait donc eˆtre possible
d’obtenir l’analogue non-archime´dien du The´ore`me 1.
Approximation par des nombres alge´briques de degre´ borne´. Il est facile de
voir que le The´ore`me 1 reste vrai si l’on remplace l’ensemble An; qui
intervient dans la de´ﬁnition de KnðCÞ; par l’ensemble *An:
Notre The´ore`me 1 est motive´ par le proble`me suivant. E´tant donne´es
deux fonctions de´croissantes positives C1 et C2 telles que les se´riesP1
i¼1 x
nCiðxÞ ði ¼ 1; 2Þ convergent et ve´riﬁent
C1ðxÞoC2ðxÞ pour x assez grand;
existe-t-il des nombres re´els bien approchables par des e´le´ments de An a`
l’ordre C2; mais pas a` l’ordre C1 ? En d’autres termes, l’ensemble
KnðC2Þ=KnðC1Þ
est-il vide ou non?
Cette question est re´solue par Jarn!ık [16, Satz 5] lorsque n ¼ 1 et, jusqu’a`
pre´sent, le seul re´sultat couvrant le cas n52 est duˆ a` Baker et Schmidt [2],
qui re´solvent le proble`me lorsque les Ci sont des fonctions puissances. Il
peut s’exprimer a` l’aide de la notion d’ordre exact d’approximation qui
ﬁgure dans [9]. Pour cela, on conside`re pour t > 1 l’ensemble
KnðtÞ :¼ fx 2 R : jx ajoðHðaÞÞðnþ1Þt pour une infinite´ de a 2 Ang;
et l’ordre exact du re´el x est par de´ﬁnition
tnðxÞ :¼ supft : x 2KnðtÞg:
Baker et Schmidt [2] ont montre´ que la dimension de Hausdorff de
l’ensemble
EnðtÞ :¼ fx 2 R : tnðxÞ ¼ tg;
forme´ des re´els d’ordre exact e´gal a` t > 1 vaut 1=t:
Le The´ore`me 1 apporte une re´ponse positive au proble`me ci-
dessus modulo une hypothe`se tre`s le´ge`rement restrictive sur les fonctions
C1 et C2:
TheŁ oreØ me 2. Soit n52: Soient C1 et C2 deux fonctions continues,
de´croissantes, positives, telles que les se´ries
P1
i¼1 x
nCiðxÞ ði ¼ 1; 2Þ
YANN BUGEAUD180convergent. On suppose que la fonction
x/
C11 8C2ðxÞ
x
est croissante et tend vers l’infini avec x: Alors l’ensemble
KnðC2Þ=KnðC1Þ
n’est pas vide.
L’exemple suivant montre que le The´ore`me 2 posse`de un vaste champ
d’applications. En convenant que, pour tout entier i51; la i-e`me ite´re´e de la
fonction exponentielle est note´e expi; on de´ﬁnit sur R50 la fonction Y
comme l’unique fonction continue, afﬁne sur tout intervalle ½expi 0; expiþ1 0
avec i51; qui ve´riﬁe YðxÞ ¼ 1 si 04x4e et Yðexpi 0Þ ¼ i pour tout entier
i51: Soit t > 1 un re´el. Pour x > 0; posons
C1ðxÞ ¼ xðnþ1ÞtYðxÞ1
et
C2ðxÞ ¼ xðnþ1Þt:
Les hypothe`ses du The´ore`me 2 e´tant satisfaites, on en de´duit que l’ensemble
KnðC2Þ=KnðC1Þ n’est pas vide. Ce re´sultat ne se de´duit pas des The´ore`mes 3
et 4 ci-dessous, puisque Y cro#ıt moins vite que toute ite´re´e de la fonction
logarithme.
L’exemple suivant illustre cependant les limites d’application du
The´ore`me 2. Soient 0oc1oc2 et t > 1 des re´els. Il est facile de voir que le
The´ore`me 2 ne s’applique pas aux fonctions de´ﬁnies sur R>0
Ci : x/cixðnþ1Þt; i ¼ 1; 2;
car la fonction x/ðC11 8C2ðxÞÞ=x tend vers 1 quand x tend vers l’inﬁni. Il
ne permet donc pas de re´soudre le proble`me ouvert suivant.
Question. Existe-t-il des nombres re´els x tels qu’une inﬁnite´ de nombres
alge´briques a de degre´ n ve´riﬁent jx ajoc2HðaÞðnþ1Þt; mais que seul un
nombre ﬁni d’entre eux ve´riﬁe jx ajoc1HðaÞðnþ1Þt?
Dans le cas de l’approximation rationnelle, cette question a e´te´ re´solue
par l’afﬁrmative par Jarn!ık [15], a` l’aide de la the´orie des fractions continues.
A` l’instar de Dickinson et Velani, qui ont de´taille´ dans [9] d’inte´ressantes
conse´quences du Theorem 1 de [8], nous pouvons e´tudier une notion d’ordre
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convient de noter dans toute la suite logi r le logarithme ite´re´
log 8    8log r|ﬄﬄﬄﬄﬄﬄﬄﬄﬄﬄ{zﬄﬄﬄﬄﬄﬄﬄﬄﬄﬄ}
i fois
:
Pour n51 et t51; on se donne des re´els n051; n1; . . . ; nt1; on pose
*n :¼ ðn0; . . . ; nt1Þ; et, pour ta0; on conside`re l’ensemble Knð*n; tÞ :¼
Knðn0; . . . ; nt1; tÞ des re´els x pour lesquels l’ine´galite´
jx ajoðHðaÞÞðnþ1Þn0ðlogðHðaÞÞÞn1    ðlogt1ðHðaÞÞÞnt1ðlogtHðaÞÞt
est ve´riﬁe´e par une inﬁnite´ de nombres alge´briques a 2 An: Le *n-ordre exact
du re´el x est par de´ﬁnition
tn;*nðxÞ :¼ supft : x 2Knð*n; tÞg:
On convient de noter *n ¼ ð0Þ pour t ¼ 0: On a alors
Knðð0Þ; tÞ ¼KnðtÞ et tn;ð0ÞðxÞ ¼ tnðxÞ:
Pour tout *n ¼ ðn0; . . . ; nt1Þ et pour tout re´el nt; on pose alors
%
n ¼ ðn0; . . . ;
nt1; ntÞ et on conside`re l’ensemble
Enð
%
nÞ :¼ Enð*n; ntÞ ¼ fx 2 R : tn;*nðxÞ ¼ ntg;
forme´ des re´els dont le *n-ordre d’approximation est e´gal a` nt: Lorsque t ¼ 0;
on a en particulier
Enðð0Þ; n0Þ ¼ Enðn0Þ:
Le The´ore`me 1 nous permet de de´crire tre`s pre´cise´ment la structure me´trique
des ensembles Enð
%
nÞ: Nous allons montrer que leur dimension de Hausdorff
est e´gale a` 1=n0; inde´pendamment des ni; i51: Cependant, ces ensembles
ont des mesures diffe´rentes. Pour le voir, nous sommes amene´s a` introduire
les fonctions dimension suivantes.
Soient
%
n ¼ ðn0; . . . ; ntÞ et d50: On de´ﬁnit la fonction dimension fd par
fdðuÞ :¼ udþ1=n0 si t ¼ 0;
et
fdðuÞ :¼ u1=n0
Yt1
i¼1
logi
1
u
 1þni=n0
logt
1
u
 1dþnt=n0
si t51:
YANN BUGEAUD182Avec les notations ci-dessus, les re´sultats suivants de´coulent assez facilement
du The´ore`me 1.
TheŁ oreØ me 3. Soit n51: Soit
%
n ¼ ðn0; . . . ; ntÞ avec n0 > 1: Alors la
dimension de Hausdorff de Enð
%
nÞ est e´gale a` 1=n0 et, plus pre´cise´ment,
HfdðEnð
%
nÞÞ ¼ 1 si d ¼ 0;
0 si d > 0:
(
TheŁ oreØ me 4. Soit n51: Soit
%
n ¼ ðn0; . . . ; ntÞ avec n0 ¼ 1: Si ni ¼ 1 pour
tout 04i4t; alors Enð
%
nÞ est un ensemble de mesure de Lebesgue totale, sa
dimension de Hausdorff est e´gale a` 1 et
HgðEnð
%
nÞÞ ¼ 0;
pour toute fonction dimension g ve´rifiant
lim
x!0
gðxÞ
x
¼ 0:
Dans les autres cas, la mesure de Lebesgue de Enð
%
nÞ est nulle. En outre, s’il
existe 14k4t tel que
n1 ¼    ¼ nk1 ¼ 1 et nk > 1;
alors
dimðEnð
%
nÞÞ ¼ 1
et, plus pre´cise´ment,
HfdðEnð
%
nÞÞ ¼ 1 si d ¼ 0;
0 si d > 0:
(
Dans le cas n ¼ 1; le The´ore`me 3 (resp. 4) est contenu dans le Theorem 1
(resp. 2) de Dickinson et Velani [9]. Le The´ore`me 4 ne donne aucune
information sur la dimension de l’ensemble Enð
%
nÞ lorsqu’il existe un entier
k51 pour lequel
n0 ¼    ¼ nk1 ¼ 1 et nko1;
alors que l’on sait que sa mesure de Lebesgue est nulle. Ainsi, et ce proble`me
semble difﬁcile, on ignore si l’ensemble E1ðð1; 0:5ÞÞ est vide ou non.
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Aﬁn de comparer des ensembles de mesure de Lebesgue nulle, on
introduit les notions de mesure et de dimension de Hausdorff. Nous en
rappelons brie`vement les de´ﬁnitions et certaines proprie´te´s, le lecteur
inte´resse´ par de plus amples informations peut consulter les ouvrages
[12, 14, 17] ou [5].
Si U est un sous-ensemble non vide de R; son diame`tre, note´ diamðUÞ; est
par de´ﬁnition
diamðUÞ ¼ supfjx  yj : x; y 2 Ug:
Soit d > 0; si les sous-ensembles E et Ui de R ve´riﬁent E 
S
i Ui et 0o
diamðUiÞ4d pour tout i; alors on dit que fUig forme un d-recouvrement
de E:
Ces notions de base e´tant maintenant de´ﬁnies, donnons-nous une fonction
dimension f ; c’est-a`-dire une fonction de´ﬁnie sur Rþ; nulle a` l’origine et
croissante. Pour d > 0; on de´ﬁnit
hð f ; d;EÞ :¼ inf
X
j
f ðdiamðUjÞÞ;
ou` l’inf porte sur tous les d-recouvrements fUjg de´nombrables de E: Il est
clair que hð f ; d;EÞ est une fonction de´croissante de d: Ainsi
Hf ðEÞ :¼ sup
d>0
hðf ; d;EÞ
est bien de´ﬁni dans ½0;þ1: il s’agit de la mesure de E relativement a` la
fonction f : Si E1;E2; . . . sont des sous-ensembles de R (en nombre au plus
de´nombrable) et si l’on note E leur re´union, alors
min
i
Hf ðEiÞ4Hf ðEÞ4
X
i
Hf ðEiÞ: ð2Þ
En ge´ne´ral, on choisit pour f une fonction puissance x/xs; ou` s > 0; et
l’on noteHsðEÞ au lieu deHf ðEÞ: La dimension de Hausdorff de E est alors
l’unique re´el s050 tel que
HsðEÞ ¼ 0 si s > s0
et
HsðEÞ ¼ þ1 si sos0:
En d’autres termes,
s0 ¼ inffs :HsðEÞ ¼ 0g ¼ supfs :HsðEÞ ¼ þ1g;
YANN BUGEAUD184et l’on note
dimðEÞ ¼ s0:
Si Hs0ðEÞ est ﬁni et non nul, E est appele´ un s0-ensemble et posse`de
alors d’inte´ressantes proprie´te´s (voir [11, Chap. 5]). Par ailleurs, on sait que
HId :¼H1 est la mesure de Lebesgue (sur R).
Ce qui pre´ce`de revient a` discriminer les ensembles de mesure nulle a` l’aide
de l’e´chelle de fonctions x/xs: Cependant, cette e´chelle n’est pas tre`s ﬁne,
et, dans certaines situations (voir par exemple les The´ore`mes 3 et 4), on est
amene´ a` conside´rer d’autres fonctions dimensions. Par exemple, si l’on
utilise l’e´chelle gt : x/xjlog xjt; on peut e´galement de´ﬁnir le re´el t050
comme ve´riﬁant
HgtðEÞ ¼ 0 si tot0
et
HgtðEÞ ¼ þ1 si t > t0:
Si f et g sont deux fonctions dimension, on dit que f correspond a` une
dimension ge´ne´ralise´e plus petite que g et on note f  g si
lim
x!0
gðxÞ
f ðxÞ ¼ 0:
L’ordre induit par  n’est pas un ordre total car il existe des fonctions
dimension f et g ve´riﬁant
lim inf
x!0
gðxÞ
f ðxÞ ¼ 0 et lim supx!0
gðxÞ
f ðxÞ ¼ þ1:
Lemme 1. Soient f ; g et h des fonctions dimensions ve´rifiant f  g  h: Si
l’ensemble E ve´rifie 0oHgðEÞoþ1; alors HhðEÞ ¼ 0 et Hf ðEÞ ¼ þ1:
Ainsi, si on a HgðEÞ ¼ 0 (resp. HgðEÞ ¼ þ1), alors HhðEÞ ¼ 0 (resp.
Hf ðEÞ ¼ þ1).
De´monstration. Il s’agit du Corollary qui suit le Theorem 40 de
Rogers. ]
La de´termination de la dimension de Hausdorff (ou le calcul de sa f -
dimension) d’un ensemble E est dans la plupart des cas un proble`me difﬁcile.
Il est cependant souvent possible de la majorer en appliquant le lemme
Cantelli (voir par exemple [5, p. 4]), le majorant obtenu e´tant en ge´ne´ral
(mais pas toujours, voir [10]) la valeur exacte de la dimension.
APPROXIMATION PAR DES NOMBRES ALGE´BRIQUES 185Diffe´rentes me´thodes permettant de minorer la dimension de Hausdorff
d’un ensemble E  R ﬁgurent dans [14]. Parmi celles-ci ﬁgure le principe
de distribution de masses, utilise´ au cours de la de´monstration du
The´ore`me 1.
Lemme 2. Soit m une mesure de probabilite´, de support un ensemble borne´
E  R: Supposons qu’il existe l > 0 et d > 0 tels que
mðJÞ4lf ðjJjÞ;
pour tout intervalle J de longueur jJj4d: On a alors
Hf ðEÞ51
l
:
De´monstration. Quoique la preuve ﬁgure dans [8], nous la retranscrivons
ci-dessous. Si fUig constitue un r-recouvrement de E; avec r4d; alors, en
notant U˜i le plus petit intervalle contenant Ui; on a
1 ¼ mðEÞ ¼ m
[
i
Ui
 !
4
X
i
mðUiÞ4
X
i
mðU˜iÞ4l
X
i
f ðdiamðUiÞÞ:
On en de´duit que hð f ; r;EÞ5l1 pour tout r4d: Le re´sultat suit en faisant
tendre d vers 0. ]
4. SYSTE`MES RE´GULIERS
Les syste`mes re´guliers ont e´te´ introduits par Baker et Schmidt [2] et
constituent un pre´cieux outil pour le calcul de bonnes minorations de la
mesure de Hausdorff.
DeŁ finition 1. Un ensemble de´nombrable G de nombres re´els et une
fonction N : G/Rþ forment un syste`me re´gulier ðG;NÞ si pour tout
intervalle borne´ J  R il existe un re´el KðJÞ > 0 et pour tout K5KðJÞ des
e´le´ments g1; . . . ; gt 2 G tels que
gj 2 J; NðgjÞ4K ; jgj  gkj5K1 ð14jok4tÞ
et
t5c1jJjK ;
ou` c1 ¼ c1ðG;NÞ > 0 ne de´pend pas de J:
YANN BUGEAUD186Baker et Schmidt [2] ont montre´ que, pour tout n51; l’ensemble *An des
nombres re´els alge´briques de degre´ au plus n associe´ a` la fonction
N : a/HðaÞnþ1ðlog HðaÞÞ3nðnþ1Þ
forme un syste`me re´gulier. Leur re´sultat a tout re´cemment e´te´ conside´rable-
ment ame´liore´ par Beresnevich [3], qui a obtenu l’e´nonce´ suivant, optimal
modulo les constantes nume´riques.
TheŁ oreØ me G. Soit n51: Il existe des re´els c1ðnÞ et c2ðnÞ ve´rifiant la
proprie´te´ suivante. Pour tout intervalle borne´ J  ½1
2
; 1
2
 il existe un re´el
KðJÞ > 0 et pour tout K5KðJÞ des nombres alge´briques a1; . . . ; at 2 AnJ
tels que
c11 ðnÞK4HðajÞ4c1ðnÞK ; jaj  akj5Kn1 ð14jok4tÞ
et
t5c2ðnÞjJjKnþ1:
On peut choisir c1ðnÞ ¼ 2nþ2 et c2ðnÞ ¼ ðnn25n2þ9nþ7Þ1:
De´monstration. Il s’agit du Theorem 3 de [3], a` l’exception de la borne
infe´rieure pour la hauteur. Celle-ci s’obtient cependant facilement a` partir de
la de´monstration de Beresnevich, dont on reprend les notations ci-dessous.
Quitte a` diviser ses coefﬁcients par leur plus grand diviseur commun, on peut
en effet supposer que le polynoˆme P obtenu [3, p. 104] par application du
the´ore`me de Minkowski est primitif et satisfait les ine´galite´s (19) de [3]. Par
conse´quent, la minoration (20) de [3] est ve´riﬁe´e, et elle se re´e´crit
jnanxn1 þ    þ 2a2x þ a1j > Q=2:
Comme jxj41=2; il vient nðn þ 1ÞHðPÞ > Q=2 et donc HðPÞ >
Q=ð2nðn þ 1ÞÞ52n2Q: Beresnevich montre alors que P est irre´ductible,
d’ou` HðaÞ ¼ HðPÞ > 2n2Q: ]
Le The´ore`me G signiﬁe que, quel que soit l’intervalle borne´ J  R; si H
est sufﬁsamment grand (en fonction de J), alors les nombres alge´briques de
degre´ n qui appartiennent a` J et dont la hauteur est de l’ordre de H sont bien
re´partis dans le sens suivant: la mesure de Lebesgue de l’ensemble des points
de J qui se trouvent a` une distance comparable a` Hn1 d’un tel nombre
alge´brique est au moins e´gale a` c2ðnÞjJj:
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Soient n52 un entier et f et C deux fonctions satisfaisant les hypothe`ses
de l’e´nonce´.
Supposons tout d’abord que la se´rie
Pþ1
x¼1 x
nf ðCðxÞÞ converge et
montrons qu’alors Hf ðKnðCÞÞ ¼ 0: Pour tout H0 > 0; l’ensemble KnðCÞ
est clairement inclus dans la re´union des intervalles re´els centre´s en les
nombres alge´briques a 2 An de hauteur 5H0 et de rayon CðHðaÞÞ: Pour
tout entier H > H0 on a
X
degðaÞ4n
H04HðaÞ4H
f ðCðHðaÞÞÞ4
XH
k¼H0
nðn þ 1Þð2k þ 1Þnf ðCðkÞÞ:
En effet, il y a au plus ðn þ 1Þð2k þ 1Þn polynoˆmes de degre´4n et de hauteur
e´gale a` k; chacun ayant au plus n racines re´elles. D’apre`s l’hypothe`se, le
membre de gauche de l’ine´galite´ ci-dessus a une limite ﬁnie lorsque H tend
vers l’inﬁni. Par conse´quent, la se´rie
X
degðaÞ4n
H04HðaÞ4H
f ðCðHðaÞÞÞ
converge et le lemme de Cantelli (voir par exemple [5, p. 4] entra#ıne
Hf ðKnðCÞÞ ¼ 0:
Supposons maintenant que la se´rie
Pþ1
x¼1 x
nf ðCðxÞÞ diverge. On se ﬁxe un
re´el l > 0 et l’on va montrer qu’alorsHf ðKnðCÞÞ > l1: Tout d’abord, on
observe, d’apre`s les proprie´te´s de la mesure de Hausdorff, que l’on peut se
contenter d’e´tablir le re´sultat sur l’intervalle ½1
2
; 1
2
 et non sur R tout entier.
Nous allons construire un sous-ensemble de Cantor K  ½1
2
; 1
2
 et de´ﬁnir une
mesure de probabilite´ a` support dans K: Nous conclurons en appliquant le
Lemme 2. Dans ce but, nous construisons une suite de´croissante
d’ensembles Kð0Þ :¼ ½1
2
; 1
2
*Kð1Þ* . . . ; qui sont des re´unions ﬁnies
d’intervalles ferme´s.
Notre de´marche s’inspire de celle de Jarn!ık. Dans le processus inductif de
construction d’intervalles compacts, on associe a` tout intervalle obtenu a`
l’e´tape ‘ des sous-intervalles de longueur controˆle´e et sufﬁsamment e´loigne´s
les uns des autres. L’intersection de tous ces intervalles constitue notre
ensemble de Cantor K; sur lequel on de´ﬁnit une mesure de probabilite´ m:
On conclut en appliquant le Lemme 2. Cette de´marche, e´galement suivie
par Dickinson et Velani [8], est tre`s bien explique´e dans l’ouvrage de
Falconer [14].
YANN BUGEAUD1885.1. Construction de Sous-Intervalles Compacts d’un Intervalle Fixe´. Le
re´sultat suivant constitue le point-clef de la de´monstration du The´ore`me 1. Il
s’agit d’une ge´ne´ralisation de la Hilfssatz 3 de Jarn!ık [16].
Proposition 1. Soient J  ½1
2
; 1
2
 un intervalle compact, n52 un entier et
H0 > 1 un re´el. Soit F une fonction positive telle que x/x
nFðxÞ soit
de´croissante et que la se´rie
P1
x¼1 x
nFðxÞ diverge. On suppose e´galement que:
Pour tout re´el a > 0; lim inf
x!1
FðaxÞ
FðxÞ > 0: ð3Þ
Il existe alors une constante c3 ¼ c3ðn;FÞ > 0 et des nombres alge´briques
a1; . . . ; at appartenant a` An \ J; de hauteurs au moins e´gales a` H0; tels que les
intervalles
½aj  FðHðajÞÞ; aj þ FðHðajÞÞ; 14j4t;
soient deux a` deux disjoints etXt
j¼1
FðHðajÞÞ5c3jJj:
Remarque. D’apre`s la de´monstration de la Proposition 1, il est clair que
c3ðn;FÞ ¼ c3ðn; lFÞ pour tout re´el non nul l:
De´monstration. On se ﬁxe un entier n52 et un intervalle J  ½1; 1: On
note m :¼ jJj sa longueur et c4 ¼ c1ðnÞ; c5 ¼ c2ðnÞ correspondent aux
constantes ﬁgurant dans l’e´nonce´ du The´ore`me G.
Notons KðJÞ le re´el donne´ par le The´ore`me G applique´ a` l’intervalle
J: On choisit un entier K1 sufﬁsamment grand pour que
K1 > maxf100; c4H0;KðJÞ; ðmc5Þ1g et Kn1Fðc14 K1Þ4
1
100
: ð4Þ
Comme la se´rie
P1
x¼1 x
nFðxÞ diverge et que x/xnFðxÞ de´cro#ıt, la se´rie
Xþ1
k¼1
ðkc14 K1ÞnFðkc14 K1Þ
diverge et il de´coule de (4) qu’il existe un entier M > 2 tel que l’on ait
1
25
4
XM
k¼1
ðkK1ÞnFðkc14 K1Þ4
1
20
: ð5Þ
Les constantes nume´riques 1
20
; 1
25
et 1
100
apparaissant dans (4) et (5) n’ont pas
de signiﬁcation particulie`re, l’essentiel est qu’elles soient assez petites.
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de ½c5mKnþ11  nombres alge´briques að1Þ1 o   oað1Þ½c5mKnþ11  2 An ve´riﬁant
H04c14 K14Hðað1Þj Þ4c4K1 et jað1Þj  að1Þj0 j5Kn11
ð14joj04½c5mKnþ11 Þ:
On conside`re alors les intervalles
I ð1Þðað1Þj Þ :¼ ½að1Þj  Fðc14 K1Þ; að1Þj þ Fðc14 K1Þ
centre´s en les nombres alge´briques að1Þj avec j congru a` 1 modulo K1 et
jo½c5mKn1=2K1 þ 1: Ceux-ci sont au nombre de ½c5mKn1=2 et deux a` deux
distants d’au moins Kn1 : Or il re´sulte de (4) que Fðc14 K1ÞoKn1 =2; donc les
intervalles I ð1Þðað1Þj Þ sont disjoints et la somme de leurs longueurs est e´gale a`
2½c5mKn1=2Fðc14 K1Þ: Nous allons maintenant construire inductivement
d’autres sous-intervalles de J; deux a` deux disjoints, et disjoints des
intervalles I ð1Þðað1Þj Þ retenus.
Dans un souci de clarte´, nous de´taillons la seconde e´tape du processus de
construction avant d’expliquer le pas re´current.
Nous appliquons le The´ore`me G avec le re´el 2K1: On dispose alors de
½2nþ1c5mKnþ11  nombres alge´briques að2Þ1 ; . . . ; að2Þ½2nþ1c5mKnþ11 ; deux a` deux
distants d’au moins ð2K1Þn1; et de hauteur ve´riﬁant
H042c14 K14Hðað2Þj Þ42c4K1 ð14j4½2nþ1c5mKnþ11 Þ:
Au maximum,
Eð2Þ :¼ 2c5mK
n
1Fðc14 K1Þ
ð2K1Þn1
þ c5mKn1
d’entre eux se trouvent dans un des intervalles
½að1Þj  2Fðc14 K1Þ; að1Þj þ 2Fðc14 K1Þ;
ou` les að1Þj sont les ½c5mKn1=2 nombres alge´briques retenus lors de la
premie`re e´tape, et l’on de´duit de (5) et (4) que Eð2Þ4½2nþ1c5mKnþ11 =3: Si að2Þj
n’est pas l’un de ces Eð2Þ nombres, l’intervalle
I ð2Þðað2Þj Þ :¼ ½að2Þj  Fð2c14 K1Þ; að2Þj þ Fð2c14 K1Þ
ne rencontre aucun des intervalles I ð1Þðað1Þj0 Þ puisque, comme F de´cro#ıt,
Fð2c14 K1Þ4Fðc14 K1Þ et jað2Þj  að1Þj0 j > 2Fðc14 K1Þ pour tout j et tout j0:
Il reste a` s’assurer que l’on peut choisir sufﬁsamment de tels intervalles
I ð2Þðað2Þj Þ deux a` deux disjoints. La minoration de Eð2Þ entraıˆne que l’on
YANN BUGEAUD190dispose d’au moins d2nc5mKnþ11 e intervalles, et l’on sait que leurs centres
sont a` des distances mutuelles au moins e´gales a` ð2K1Þn1: En ordonnant
ces centres par ordre croissant et en choississant le premier, le ð2K1 þ 1Þ-
ie`me, le ð4K1 þ 1Þ-ie`me, etc., il nous reste ½2n1c5mKn1  centres distants d’au
moins 2nKn1 : Les intervalles correspondants ne se rencontrent pas car
Fð2c14 K1Þo2n1Kn1 ; par (4).
Soit maintenant un entier k ve´riﬁant 34k4M: Pour tout 14‘4k  1; on
suppose avoir construit, en proce´dant comme ci-dessus, ½‘nc5mKn1=2
intervalles
I ð‘Þðað‘Þj Þ :¼ ½að‘Þj  Fð‘c14 K1Þ; að‘Þj þ Fð‘c14 K1Þ; 14j4½‘nc5mKn1=2;
deux a` deux disjoints et centre´s en des nombres alge´briques að‘Þj de degre´ n:
D’apre`s le The´ore`me G applique´ a` l’intervalle J et au re´el kK1 il existe
½knþ1c5mKnþ11  nombres alge´briques aðkÞ1 ; . . . ; aðkÞ½knþ1c5mKnþ11 ; deux a` deux
distants d’au moins ðkK1Þn1; et de hauteur ve´riﬁant
H04kc14 K14HðaðkÞj Þ4kc4K1 ð14j4½knþ1c5mKnþ11 Þ:
Au maximum,
EðkÞ :¼ 2c5mK
n
1 ðFðc14 K1Þ þ 2nFð2c14 K1Þ þ    þ ðk  1ÞnFððk  1Þc14 K1ÞÞ
ðkK1Þn1
þ c5mKn1 ð1þ 2n þ    þ ðk  1ÞnÞ
d’entre eux se trouvent dans un des intervalles
½að‘Þj  2Fð‘c14 K1Þ; að‘Þj þ 2Fð‘c14 K1Þ;
avec ‘51: Il de´coule de (4), (5) et de la majoration facile
1þ 2n þ    þ ðk  1Þn4 k
nþ1
ðn þ 1Þ
que
EðkÞ42c5mknþ1Knþ11
1
20
þ 1
4K1ðn þ 1Þ
 
4
½knþ1c5mKnþ11 
3
:
De meˆme que lors de l’e´tape pre´ce´dente, la de´croissance de la fonction F
entraıˆne qu’il existe au moins
½knþ1c5mKnþ11   EðkÞ5dknþ1c5mKnþ11 =2e
intervalles
I ðkÞðaðkÞj Þ :¼ ½aðkÞj  Fðkc14 K1Þ; aðkÞj þ Fðkc14 K1Þ
APPROXIMATION PAR DES NOMBRES ALGE´BRIQUES 191qui ne rencontrent aucun I ð‘Þðað‘Þj Þ avec 14‘4k  1: On proce`de comme ci-
dessus pour en choisir ½knc5mKn1=2 deux a` deux disjoints. Ils ne se
rencontrent pas car Fðkc14 K1Þ4knKn1 =2:
Nous avons ainsi construit des nombres alge´briques að‘Þj ; 14‘4M; de
hauteur controˆle´e et dont les distances mutuelles sont e´galement controˆle´es.
Il nous reste a` minorer la somme des FðHðað‘Þj ÞÞ:
Comme la fonction F de´croıˆt et que la hauteur des nombres alge´briques
að‘Þj est majore´e par ‘c4K1; la somme S :¼
P
aj FðHðajÞÞ; qui porte sur les
nombres alge´briques que l’on a retenus dans notre processus de construc-
tion, ve´riﬁe
S5
XM
k¼1
½c5mðkK1Þn=2Fðkc4K1Þ
5
XM
k¼1
½c5mðkK1Þn
4
Fðkc4K1Þ
5
c5m
4
XM
k¼1
ðkK1ÞnFðkc14 K1Þ
Fðkc4K1Þ
Fðkc14 K1Þ
:
Or (3) entra#ıne qu’il existe une constante c6 > 0 telle que Fðkc4K1Þ5
c6Fðkc14 K1Þ pour tout k51: Par conse´quent, il existe une constante c3 > 0;
que l’on peut choisir e´gale a` c5c6=100; ve´riﬁant
S5c3jJj;
comme afﬁrme´. ]
5.2. Construction de l’ensemble de Cantor K. Rappelons que l’on a
suppose´ la fonction x/xnf ð2CðxÞÞ de´croissante. Comptetenu de la
remarque suivant la Proposition 1, on note c7 ¼ c7ðn; f ;CÞ la constante
positive donne´e par la Proposition 1 applique´e a` une fonction F non nulle et
proportionnelle a` x/f ð2CðxÞÞ: Sans restriction, on peut supposer c742:
On rappelle que l’on s’est ﬁxe´ un re´el l > 0: On de´ﬁnit l’ensemble Kð1Þ en
appliquant la Proposition 1 avec l’intervalle J ¼ Kð0Þ ¼ ½1
2
; 1
2
; la fonction
F : x/lc7jKð0Þj f ð2CðxÞÞ
et un re´el H0 > 1 tel que
FðxÞ :¼ lc7jKð0Þj f ð2CðxÞÞ > 2CðxÞ pour tout x5H0: ð6Þ
Cela est possible car
lim
x!0
f ðxÞ
x
¼ þ1 et lim
u!þ1 CðuÞ ¼ 0: ð7Þ
YANN BUGEAUD192Nous obtenons ainsi des nombres alge´briques að1Þ1 ; . . . ; a
ð1Þ
t1 ; de hauteurs au
moins e´gales a` H0; ve´riﬁant
jað1Þj  að1Þj0 j > FðHðað1Þj ÞÞ þ FðHðað1Þj0 ÞÞ pour jaj0;
et des intervalles
Ið1; jÞ :¼ ½að1Þj  FðHðað1Þj ÞÞ; að1Þj þ FðHðað1Þj ÞÞ
deux a` deux disjoints. On note
Kð1; jÞ :¼ ½að1Þj CðHðað1Þj ÞÞ; að1Þj þCðHðað1Þj ÞÞ;
intervalle qui, par (6), est inclus dans Ið1; jÞ: On pose alors
Kð1Þ ¼
[t1
j¼1
Kð1; jÞ;
la re´union e´tant disjointe. En outre, la Proposition 1 afﬁrme que la fonction
F ve´riﬁe
Xt1
j¼1
FðHðað1Þj ÞÞ5c7jKð0Þj;
et ceci entra#ıne que
Xt1
j¼1
f ðjKð1; jÞjÞ ¼
Xt1
j¼1
f ð2CðHðað1Þj ÞÞÞ
¼ 1
lc7jKð0Þj
Xt1
j¼1
FðHðað1Þj ÞÞ5
1
l
: ð8Þ
Supposons maintenant que pour ‘51; l’ensemble Kð‘Þ soit bien de´ﬁni et
soit la re´union de t‘ intervalles compacts disjoints Kð‘; jÞ; 14j4t‘; centre´s
aux points að‘Þj et de longueur
jKð‘; jÞj ¼ 2CðHðað‘Þj ÞÞ:
L’ensemble Kð‘þ 1Þ est alors la re´union disjointe de sous-intervalles
compacts des Kð‘; jÞ: Pour le construire, nous appliquons la Proposition 1
a` chaque Kð‘; jÞ; mais cette fois avec la fonction
F‘;j : x ! c7f ð2CðxÞÞ jKð‘; jÞj
f ðjKð‘; jÞjÞ
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F‘;jðxÞ > 2CðxÞ pour tout x5H0: ð9Þ
Nous obtenons alors des nombres alge´briques að‘þ1;jÞi ; 14i4m‘;j; de
hauteurs au moins e´gales a` H0; ve´riﬁant
jað‘þ1;jÞi  að‘þ1;jÞi0 j5F‘;jðHðað‘þ1;jÞi ÞÞ þ F‘;jðHðað‘þ1;jÞi0 ÞÞ pour iai0;
et des intervalles
Kð‘þ 1; j; iÞ :¼ ½að‘þ1;jÞi CðHðað‘þ1;jÞi ÞÞ; að‘þ1;jÞi þCðHðað‘þ1;jÞi ÞÞ;
qui sont deux a` deux disjoints par (9). Pour tout 14j4t‘; on a ainsi
construit m‘;j intervalles Kð‘þ 1; j; iÞ; qui sont inclus dans l’intervalle Kð‘; jÞ:
On pose alors
Kð‘þ 1Þ :¼
[t‘
j¼1
[m‘;j
i¼1
Kð‘þ 1; j; iÞ;
qui est la re´union de
t‘þ1 :¼
Xt‘
j¼1
m‘;j
intervalles compacts disjoints.
On observe que, pour 14j4t‘; la Proposition 1 entraıˆne
Xm‘;j
j¼1
F‘;jðHðað‘þ1;jÞi ÞÞ5c7jKð‘; jÞj;
et donc
Xm‘;j
i¼1
f ðjKð‘þ 1; j; iÞjÞ ¼ 1
c7
Xm‘;j
i¼1
f ðjKð‘; jÞjÞ
jKð‘; jÞj F‘;jðHða
ð‘þ1;jÞ
i ÞÞ
5
1
c7
f ðjKð‘; jÞjÞ
jKð‘; jÞj c7jKð‘; jÞj ¼ f ðjKð‘; jÞjÞ: ð10Þ
De (8) et (10) de´coule facilement le lemme important suivant. On rappelle
que, pour tout ‘51; l’ensemble Kð‘Þ est compose´ d’exactement t‘ intervalles
compacts disjoints.
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Xm‘;j
i¼1
f ðjKð‘þ 1; j; iÞjÞ5f ðjKð‘; jÞjÞ: ð11Þ
En outre, pour tout ‘51; on a
X
J2Kð‘Þ
f ðjJjÞ5
X
J2Kð1Þ
f ðjJjÞ51
l
:
De´monstration. La premie`re assertion est la re´e´criture de (10). Une
re´currence facile s’appuyant sur (11) et (8) permet de de´montrer la seconde
partie du lemme. ]
On de´ﬁnit alors l’ensemble de Cantor
K :¼
\1
‘¼0
Kð‘Þ:
On a clairement
K KnðCÞ: ð12Þ
En outre, Kð1Þ de´pend du re´el l que l’on s’est donne´ au de´part de la
construction. Ainsi, K de´pend e´galement de l: Pour ne pas alourdir les
notations, nous n’indiquons pas cette de´pendance par la pre´sence d’un
indice supple´mentaire.
5.3. Construction d’une Mesure de Probabilite´ a` Support dans K. Aﬁn
d’appliquer le principe de distribution de masse (le Lemme 2), nous allons
construire une mesure de probabilite´ m a` support dans K telle que pour tout
intervalle J de longueur jJj on ait
mðJÞ42l
c7
f ðjJjÞ: ð13Þ
On de´ﬁnit re´cursivement la mesure m sur chaque intervalle de Kð‘Þ de la
fac¸on suivante. On pose mðKð0ÞÞ ¼ 1 Soit ‘50 et soit J l’un des t‘þ1
intervalles compacts formant Kð‘þ 1Þ: Avec les notations pre´ce´dentes, il
existe un unique couple ð j0; i0Þ avec 14j04t‘ et 14i04m‘;j0 tel que J ¼
Kð‘þ 1; j0; i0Þ: On pose alors
mðJÞ :¼ f ðjJjÞPm‘;j0
i¼1 f ðKð‘þ 1; j0; iÞÞ
mðKð‘; j0ÞÞ: ð14Þ
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bien de´ﬁnie. En outre, cette mesure s’e´tend a` tous les bore´liens de Kð0Þ ¼
½12; 12 (voir par exemple [14, Proposition 1.7]).
Fait. La mesure m de´finie ci-dessus est a` support dans K et ve´rifie, pour
tout bore´lien F inclus dans Kð0Þ;
mðFÞ ¼ inf
J2J
mðJÞ;
ou` l’infimum est pris sur tous les recouvrements J de F par des intervalles J
appartenant a` la re´union des Kð‘Þ; ‘50:
Lemme 4. Pour tout ‘51 et tout intervalle J appartenant a` Kð‘Þ; on a
mðJÞ4lf ðjJjÞ:
En particulier, l’intervalle J ve´rifie (13).
De´monstration. Soient ‘51; 14j4t‘ et 14i4m‘;j: Les intervalles Kð‘; jÞ
et Kð‘þ 1; j; iÞ appartiennent respectivement aux ensembles Kð‘Þ et Kð‘þ 1Þ
et ve´riﬁent Kð‘þ 1; j; iÞ  Kð‘; jÞ: La de´ﬁnition (14) de m et (11) entra#ınent
que
mðKð‘þ 1; j; iÞÞ
f ðjKð‘þ 1; j; iÞjÞ4
mðKð‘; jÞÞ
f ðjKð‘; jÞjÞ: ð15Þ
Comme mðKð0ÞÞ ¼ 1 et que, d’apre`s le Lemme 3, PJ2Kð1Þ f ðjJjÞ51=l; la
de´ﬁnition de m implique que mðJÞ4lf ðjJjÞ pour tout intervalle J apparteant
a` Kð1Þ: Ceci, combine´ a` (15), prouve le Lemme 4 car c742: ]
Nous devons maintenant de´montrer (13) pour un intervalle arbitraire J:
Soit d > 0 sufﬁsamment petit pour que tout intervalle de longueur d
rencontre au plus une composante de Kð1Þ:
Lemme 5. Si J est un intervalle inclus dans Kð0Þ de longueur infe´rieure a`
d; alors
mðJÞ42l
c7
f ðjJjÞ:
De´monstration. On peut supposer que J rencontre K car sinon on a
clairement mðJÞ ¼ 0 et (13) est trivialement ve´riﬁe´e. D’autre part, si J
rencontre, pour tout ‘; une et une seule composante de Kð‘Þ; alors mðJÞ ¼ 0
puisque la longueur des composantes de Kð‘Þ tend vers 0 quand ‘ tend vers
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ou` il existe un entier ‘ tel que J rencontre exactement un intervalle de Kð‘Þ;
que l’on note, en accord avec les notations pre´ce´dentes, Kð‘; jÞ; et au moins
deux intervalles de Kð‘þ 1Þ; que l’on note Kð‘þ 1; j; 1Þ; . . . ;Kð‘þ 1; j; aÞ;
avec a52: On convient que, pour 14i4a; l’intervalle Kð‘þ 1; j; iÞ est centre´
au point ai et est de longueur 2CðHðaiÞÞ: Notre choix de d assure ‘51:
On peut supposer que a1o   oaa: On note F‘;j la fonction que l’on a
utilise´e pour construire des sous-intervalles compacts de Kð‘; jÞ: Comme les
nombres alge´briques ai et ai0 ; avec iai0; sont a` une distance supe´rieure a`
F‘;jðHðaiÞÞ þ F‘;jðHðai0 ÞÞ l’un de l’autre et que J rencontre tous les
intervalles Kð‘þ 1; j; iÞ; 14i4a; on a
jJ \ Kð‘; jÞj5
Xa
i¼1
F‘;jðHðaiÞÞ CðHða1ÞÞ CðHðaaÞÞ:
Par (9) et la de´ﬁnition de F‘;j; il vient
jJ \ Kð‘; jÞj5 1
2
Xa
i¼1
F‘;jðHðaiÞÞ
5
c7
2
jKð‘; jÞj
f ðjKð‘; jÞjÞ
Xa
i¼1
f ð2CðHðaiÞÞÞ
5
c7
2
jKð‘; jÞj
f ðjKð‘; jÞjÞ
Xa
i¼1
f ðjKð‘þ 1; j; iÞjÞ: ð16Þ
Le Lemme 4 et (16) entra#ınent
mðJÞ ¼ mðJ \ Kð‘; jÞÞ4
Xa
i¼1
mðKð‘þ 1; j; iÞÞ
4l
Xa
i¼1
f ðjKð‘þ 1; j; iÞjÞ
4
2l
c7
f ðjKð‘; jÞjÞ
jKð‘; jÞj jJ \ Kð‘; jÞj
4
2l
c7
f ðjJ \ Kð‘; jÞjÞ;
car la fonction x/f ðxÞ=x est de´croissante au voisinage de 0 et jJ \
Kð‘; jÞj4jJj: La fonction f e´tant croissante, on obtient (13), comme
afﬁrme´. ]
5.4. Conclusion. La mesure m construite ci-dessus est une mesure de
probabilite´ a` support dans K: Le Lemme 5 assure qu’elle ve´riﬁe les
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de´duit que
Hf ðKÞ51
l
;
d’ou`, par (12),
Hf ðKnðCÞÞ51l:
Le choix de l > 0 e´tant arbitraire, on obtient
Hf ðKnðCÞÞ ¼ þ1;
comme afﬁrme´.
6. DE´MONSTRATIONS DES THE´ORE`MES 2–4
De´monstration du The´ore`me 2. Elle est analogue a` la de´monstration du
Satz 5 de Jarn!ık [16], que le lecteur inte´resse´ peut consulter. ]
De´monstration du The´ore`me 3. On suppose n52; le cas n ¼ 1 ﬁgurant
dans [9]. Si t51; pour tout re´el e; on de´ﬁnit la fonction Ce sur R>0 par
CeðxÞ ¼ xðnþ1Þn0 ðlog xÞn1 . . . ðlogt xÞnte
et l’on note
KnðCeÞ :¼Knðn0; . . . ; nt1; nt þ eÞ:
Aﬁn d’homoge´ne´iser les notations et de traiter simultane´ment les cas t ¼ 0 et
t51; on de´ﬁnit, si t ¼ 0 et 1 n0oeon0  1; la fonction Ce sur R>0 par
CeðxÞ ¼ xðnþ1Þðn0þeÞ;
et l’on note
KnðCeÞ :¼Knðn0 þ eÞ:
Soient d50 et e 2 R: La se´rie
X1
x¼1
xnfdðCeðxÞÞ
est, si t51; de meˆme nature que la se´rie de terme ge´ne´ral
x1ðlog xÞ1 . . . ðlogt1 xÞ1ðlogt xÞ1de=n0
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x1ðnþ1Þðdn0þdeþe=n0Þ:
Si d > 0; ces deux se´ries convergent pourvu que jej soit sufﬁsamment petit.
Comme
Enð
%
nÞ KnðCjejÞ;
il de´coule du The´ore`me 1 que
HfdðEnð
%
nÞÞ ¼ 0: ð17Þ
Si d ¼ 0 et t50; le The´ore`me 1 permet d’afﬁrmer que
Hf0ðKnðC0ÞÞ ¼ þ1 ð18Þ
et
Hf0ðKnðC1=mÞÞ ¼ 0 pour tout entier m > 1=ðn0  1Þ: ð19Þ
L’inclusion
KnðC0Þ
[
m>1=ðn01Þ
KnðC1=mÞ
-
 Enð
%
nÞ;
(2), (18) et (19) entra#ınent que
Hf0ðEnð
%
nÞÞ ¼ þ1; ð20Þ
comme afﬁrme´. La valeur exacte de la dimension de Hausdorff de Enð
%
nÞ
de´coule alors facilement de (17), (20) et du Lemme 1. ]
De´monstration du The´ore`me 4. On suppose n52; le cas n ¼ 1 ﬁgurant
dans [9]. Supposons tout d’abord que n0 ¼    ¼ nt ¼ 1: Soit e50: Le
The´ore`me B afﬁrme que l’ensemble
Knð1; . . . ; 1; 1þ eÞ
est de mesure de Lebesgue nulle si e > 0 et de mesure de Lebesgue totale si
e ¼ 0: Comme
Knð1; . . . ; 1Þ
[
m51
Knð1; . . . ; 1þ 1=mÞ 
-
Enð
%
nÞ;
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%
nÞ est de mesure de Lebesgue totale. On a donc dim Enð
%
nÞ ¼ 1
et
H1ðEnð
%
nÞ \ ½0; 1Þ ¼ 1: ð21Þ
Pour toute fonction dimension g ve´riﬁant
lim
x!0
gðxÞ
x
¼ 0;
on de´duit de (21) et du Lemme 1 que
HgðEnð
%
nÞ \ ½0; 1Þ ¼ 0;
d’ou`
HgðEnð
%
nÞÞ ¼ 0:
Supposons maintenant qu’il existe un entier 14k4t tel que
n0 ¼    ¼ nk1 ¼ 1 et nka1:
Si nk > 1; le The´ore`me D entra#ıne queH1ðEnð
%
nÞÞ ¼ 0: L’assertion qui fait
intervenir les fonctions fd se de´montre de la meˆme manie`re que le The´ore`me
3, et on en de´duit facilement que dimðEnð
%
nÞÞ ¼ 1:
Si nko1; alors, pour tout 0oeo1 nk; on de´ﬁnit la fonction Ce sur R>0
par
CeðxÞ ¼ xðnþ1Þðlog xÞ1 . . . ðlogk xÞnke
et l’on note
KnðCeÞ :¼Knð1; . . . ; 1; nk þ eÞ:
Ainsi, on a Enð
%
nÞ KnðCeÞ=KnðCeÞ et le The´ore`me D assure que KnðCeÞ
est de mesure de Lebesgue totale. On en de´duit que H1ðEnð
%
nÞÞ ¼ 0: ]
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